
1 Λυµένες Ασκήσεις

΄Ασκηση 1 Θεωρούµε δύο ενδεχόµενα A, B. Με πιθανότητα 0.5 ϑα συµβεί το A,
µε πιθανότητα 0.4 ϑα συµβεί το B και µε πιθανότητα 0.3 ϑα συµβούν και τα δυο.
Ποια είναι η πιθανότητα να µη συµβεί κανένα από τα δύο ;

Λύση: Η πιθανότητα να συµβεί ένα από τα δύο είναι :

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) = 0.5 + 0.4− 0.3 = 0.6.

Το Ϲητούµενο ενδεχόµενο είναι το συµπλήρωµα το συµπλήρωµα του ενδεχοµένου
να συµβεί ένα από τα δύο και έτσι

P (Ac ∩Bc) = P ((A ∪B)c) = 1− P (A ∪B) = .4

¤

΄Ασκηση 2 Κατά την ϱίψη δύο Ϲαριών, ποια είναι η πιθανότητα, το άθροισµα τους
να ισούται µε 7;

Λύση: Θα λύσουµε το παραπάνω πρόβληµα, µε την προϋπόθεση ότι όλα τα
36 αποτελέσµατα είναι το ίδιο πιθανά να πραγµατοποιηθούν. Καθώς υπάρχουν
6 πιθανά αποτελέσµατα (1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1) έτσι ώστε το αποτέ-
λεσµα στο άθροισµα των Ϲαριών να είναι 7, η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι 6

36
= 1

6
.

¤

΄Ασκηση 3 Αν «επιλέξουµε τυχαία» 3 µπάλες από ένα κουτί που περιέχει 6 λευκές
και 5 µαύρες µπάλες, ποια η πιθανότητα µία από τις µπάλες της επιλογής µας να
είναι λευκή και οι δύο άλλες µαύρες ;

Λύση: Αν δεν µας ενδιαφέρει η σειρά µε την οποία κάνουµε την επιλογή
των µπαλών, τότε ο δειγµατοχώρος αποτελείται από 11 · 10 · 9 = 990 δυνατά
αποτελέσµατα. Επίσης υπάρχουν 6 ·5 ·4 = 120 αποτελέσµατα για τα οποία πρώτη
µπάλα της επιλογής ϑα είναι λευκή και οι άλλες δύο µαύρες· 5 · 6 · 4 = 120
αποτελέσµατα όπου η πρώτη ϑα είναι µαύρη, η δεύτερη λευκή και η τρίτη µαύρη
και 5 · 4 · 6 = 120 αποτελέσµατα όπου οι δύο πρώτες ϑα είναι µαύρες και η τρίτη
λευκή. ΄Ετσι υποθέτοντας την «τυχαία επιλογή», δηλαδή ότι κάθε αποτέλεσµα
είναι το ίδιο πιθανό να πραγµατοποιηθεί, η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι

120 + 120 + 120

990
=

4

11
.

Το παραπάνω πρόβληµα µπορεί να επιλυθεί ϑεωρώντας το αποτέλεσµα του πει-
ϱάµατος σαν το µη διατεταγµένο σύνολο από µπάλες που επιλέξαµε. ΄Ετσι υπάρ-

χουν
(

11
3

)
= 165 δυνατά αποτελέσµατα στον δειγµατοχώρο. Καθένα σύνολο από
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3 µπάλες αντιστοιχεί σε 3! αποτελέσµατα όταν λαµβάνεται υπόψιν η διάταξη. Αν
όλα τα αποτελέσµατα είναι ισοπίθανα να πραγµατοποιηθούν όταν µας ενδιαφέρει
η σειρά που επιλέγουµε τις µπάλες, τότε συµπεραίνουµε ότι παραµένουν εξίσου
ισοπίθανα όταν το αποτέλεσµα του πειράµατος είναι ένα µη διατεταγµένο σύνολο
από τις µπάλες της επιλογής µας. ΄Ετσι ϑα έχουµε ότι η Ϲητούµενη πιθανότητα
είναι

(
6
1

)(
5
2

)

(
11
3

) =
4

11
,

που συµφωνεί, ϕυσικά, µε το αποτέλεσµα που ϐρήκαµε πριν. ¤

΄Ασκηση 4 Μία επιτροπή από 5 άτοµα επιλέγεται από µία οµάδα από 6 άντρες
και 9 γυναίκες. Αν η επιλογή γίνεται τυχαία, ποια η πιθανότητα η επιτροπή να
αποτελείται από 3 άντρες και 2 γυναίκες ;

Λύση: Ας υποθέσουµε ότι τυχαία επιλογή σηµαίνει ότι καθένα από τους
(

15
5

)

δυνατούς συνδυασµούς είναι το ίδιο πιθανό να επιλεχτεί. ΄Ετσι η Ϲητούµενη πι-
ϑανότητα είναι ίση µε (

6
3

)(
9
2

)

(
15
5

) =
240

1001

¤

΄Ασκηση 5 ΄Ενα κουτί περιέχει n µπάλες, από τις οποίες µία είναι άσπρη και οι
υπόλοιπες µαύρες. Αν τραβήξουµε k από αυτές, µία κάθε ϕορά, ποια είναι η
πιθανότητα να πάρουµε την άσπρη µπάλα ;

Λύση: Αν δεν µεροληπτούµε στην επιλογή µας, ϑα έχουµε ότι το σύνολο από

k µπάλες που επιλέξαµε είναι το ίδιο πιθανό να είναι οποιοδήποτε από τα
(

n
k

)

σύνολα από k µπάλες. Γιαυτό,

P{να επιλεγεί η ιδιαίτερη µπάλα} =

(
1
1

)(
n− 1
k − 1

)

(
n
k

) =
k

n
.

Θα µπορούσαµε να πάρουµε το παραπάνω αποτέλεσµα ϑέτοντας Ai να συµβολίζει
το ενδεχόµενο η άσπρη µπάλα να είναι η i-οστή µπάλα που ϑα επιλεχθεί, µε
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i = 1, . . . , k. Τότε καθώς κάθε µία από τις n µπάλες είναι το ίδιο πιθανό να είναι
η i-οστή µπάλα που ϑα επιλεχθεί, συνεπάγεται ότι P (Ai) = 1/n. ΄Ετσι, καθώς
αυτά τα ενδεχόµενα είναι ασυµβίβαστα κατά Ϲεύγη, ϑα έχουµε

P{να επιλεγεί η άσπρη µπάλα} = P

(
k⋃

i=1

Ai

)
=

k∑
i=1

P (Ai) =
k

n
.

Τέλος ϑα µπορούσαµε να υποστηρίξουµε ότι P (Ai) = 1/n, παρατηρώντας ότι
υπάρχουν n(n− 1) · · · (n− k + 1) = n!/(n− k)! ισοπίθανα δυνατά αποτελέσµατα
του πειράµατος, από τα οποία (n−1)(n−2) · · · (n−i+1)(1)(n−i) · · · (n−k+1) =
(n− 1)!/(n− k)! αντιστοιχούν σε αυτά όπου η i-οστή µπάλα της επιλογής µας ϑα
είναι η ιδιαίτερη µπάλα. Από αυτό, έπεται ότι

P (Ai) =
(n− 1)!

n!
=

1

n

¤

΄Ασκηση 6 ΄Εστω πως n + m µπάλες, εκ των οποίων οι n είναι κόκκινες και οι
m µπλε, τοποθετούνται σε µία διατεταγµένη σειρά, µε τέτοιον τρόπο ώστε όλες οι
(n+m)! δυνατές διατάξεις να είναι ισοπίθανες. Αν καταγράψουµε τα αποτελέσµατα
αυτού του πειράµατος σηµειώνοντας µόνο τα χρώµατα των διαδοχικών µπαλών,
δείξτε πως όλα τα δυνατά αποτελέσµατα παραµένουν ισοπίθανα.

Λύση: Ας πάρουµε κάθε µία από τις (n+m)! δυνατές διατάξεις και να παρατη-
ϱήσουµε ότι κάθε µετάθεση των κόκκινων µπαλών µεταξύ τους, δεν επηρεάζει την
ακολουθία των χρωµάτων. Σαν αποτέλεσµα αυτού, κάθε διάταξη των χρωµάτων
αντιστοιχεί σε n! m! διαφορετικές διατάξεις των n + m µπαλών, έτσι κάθε διάταξη
των χρωµάτων έχει πιθανότητα n!m!

(n+m)!
να πραγµατοποιηθεί.

Για παράδειγµα, έστω ότι υπάρχουν 2 κόκκινες µπάλες, µε αρίθµηση κ1, κ2

και δύο µπλε µε αρίθµηση µ1, µ2. Τότε, από τις 4! δυνατές διατάξεις, ϑα υπάρ-
χουν 2! 2! διατάξεις που ϑα πραγµατοποιούνται σε κάθε ένα χρωµατικό συνδυα-
σµό Για παράδειγµα, οι παρακάτω διατάξεις αφορούν τις διαδοχικές µπάλες που
εναλλάσσονται στο χρώµα αν η πρώτη µπάλα είναι κόκκινη:

κ1, µ1, κ2, µ2 κ1, µ2, κ2, µ1 κ2, µ1, κ1, µ2 κ2, µ2, κ1, µ1.

΄Ετσι, κάθε µία από τις δυνατές χρωµατικές διατάξεις έχει πιθανότητα 4
24

= 1
6
να

πραγµατοποιηθεί. ¤

΄Ασκηση 7 Στο πόκερ µοιράζονται 5 κάρτες στον κάθε παίκτη. Αν οι κάρτες κά-
ποιου έχουν διαφορετικές διαδοχικές τιµές χωρίς όλες να είναι του ίδιου χρώµατος
(µπαστούνια, κούπες, καρό ή σπαθιά), λέµε ότι έχει «κέντα». Για παράδειγµα, µία
µοιρασιά που αποτελείται από πέντε κούπα, έξι κούπα, επτά κούπα, οκτώ κούπα και
εννιά µπαστούνι είναι κέντα. Ποια η πιθανότητα να µοιράσουν σε κάποιον πέντε
ϕύλλα που ϑα σχηµατίζουν «κέντα»;
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Λύση: Αρχίζουµε υποθέτοντας ότι όλες οι
(

52
5

)
δυνατές µοιρασιές είναι ισο-

πίθανες. Για να υπολογίσουµε τον αριθµό των αποτελεσµάτων που σχηµατίζουν
«κέντα», ϑα υπολογίσουµε πρώτα τον αριθµό όλων των δυνατών αποτελεσµάτων
για τα οποία µία µοιρασιά αποτελείται από έναν άσσο, ένα δύο, ένα τρία, ένα τέσ-
σερα και ένα πέντε (το χρώµα εδώ δεν µας ενδιαφέρει). Καθώς ο άσσος µπορεί να
είναι ένας από τους τέσσερις άσσους, όµοια και για τις άλλες κάρτες, υπάρχουν 45

δυνατά αποτελέσµατα που που µπορούν να µας δώσουν την παραπάνω µοιρασιά.
Γι’αυτό, καθώς στα τέσσερα από αυτά τα αποτελέσµατα όλες οι κάρτες ϑα είναι του
ίδιου χρώµατος (τότε λέµε ότι τα πέντε ϕύλλα σχηµατίζουν «ϕλος» ), ϑα έχουµε ότι
υπάρχουν 45−4 µοιρασιές που ϑα σχηµατίζουν «κέντα» στο πέντε, δηλαδή «κέντα»
της µορφήσ: άσσος, δύο, τρία τέσσερα και πέντε. Παρόµοια υπάρχουν 45−4 µοι-
ϱασιές που ϑα σχηµατίζουν «κέντα» στον άσσο: δέκα, Βαλές, Ντάµα, Ρήγας και
άσσος. Συνεπώς υπάρχουν 10(45 − 4) µοιρασιές που σχηµατίζουν «κέντα». ΄Ετσι
η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι :

10(45 − 4)(
52
5

) ≈ 0.0039

¤

΄Ασκηση 8 Σε ένα παιχνίδι στο πόκερ µοιράζουµε πέντε ϕύλλα. Αν τα ϕύλλα
µας αποτελούνται από µία τριάδα και ένα Ϲεύγος ίδιων καρτών τότε τα ϕύλλα
σχηµατίζουν «ϕουλ». Ποια η πιθανότητα να µοιράσουν σε κάποιον πέντε ϕύλλα
που ϑα σχηµατίζουν «ϕουλ»;

Λύση: Υποθέτουµε πάλι ότι όλες οι
(

52
5

)
δυνατές µοιρασιές είναι ισοπίθανες.

Για να υπολογίσουµε τον αριθµό των των αποτελεσµάτων που σχηµατίζουν «ϕουλ»,

παρατηρούµε ότι υπάρχουν
(

4
2

)(
4
3

)
, διαφορετικοί συνδυασµοί που µπορεί να

γίνουν, για παράδειγµα, από δύο δεκάρια και 3 ϐαλέδες. Καθώς υπάρχουν 13
διαφορετικές επιλογές για το είδος του Ϲεύγους και, αφού το Ϲευγάρι ϑα έχει
επιλεχθεί, άλλες 13 επιλογές για το είδος της τριάδας, ϑα έπεται πως η πιθανότητα
για «ϕουλ» είναι :

13 · 12 ·
(

4
2

)(
4
3

)

(
52
5

) ≈ 0.0014

¤

΄Ασκηση 9 Σε ένα παιχνίδι µπριτζ όλα τα ϕύλλα από µία τράπουλα µε 52 χαρτιά
µοιράστηκαν σε 4 παίκτες. Ποια η πιθανότητα :
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(α) ένας παίκτης να πάρει όλα (και τα 13) µπαστούνια,

(ϐ) κάθε παίκτης να πάρει έναν άσσο ;

Λύση: (α) Υπάρχουν
(

52
13, 13, 13, 13

)
δυνατοί τρόποι να µοιράσουµε τα ϕύλλα

σε τέσσερις διαφορετικούς παίκτες. Καθώς υπάρχουν
(

39
13, 13, 13

)
δυνατοί τρόποι

να µοιράσουµε τα ϕύλλα έτσι ώστε ένας συγκεκριµένος παίκτης να πάρει και τα
13 µπαστούνια, έπεται ότι η Ϲητούµενη πιθανότητα ϑα είναι

4

(
39

13, 13, 13

)

(
52

13, 13, 13, 13

) ≈ 6.3× 10−12.

(ϐ) Για να καθορίσουµε τον αριθµό αποτελεσµάτων όπου ο κάθε ένας από τους
τέσσερις παίκτες, ϑα λάβει και έναν άσσο, ας ξεχωρίσουµε από την τράπουλα τους

τέσσερις άσσους και ας παρατηρήσουµε ότι υπάρχουν
(

48
12, 12, 12, 12

)
πιθανοί

τρόποι µοιράσµατος των υπόλοιπων 48 καρτών, όπου ο κάθε παίκτης ϑα λάβει
από 12 κάρτες. Καθώς υπάρχουν 4! τρόποι να µοιράσουµε τους 4 άσσους έ-
τσι ώστε ο κάθε παίκτης να λάβει και από έναν, παίρνουµε ότι ο αριθµός των
δυνατών αποτελεσµάτων όπου ο κάθε παίκτης ϑα λάβει ακριβώς έναν άσσο είναι

4!

(
48

12, 12, 12, 12

)
. ΄Ετσι η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι

4!

(
48

12, 12, 12, 12

)

(
52

13, 13, 13, 13

) ≈ 0.105

¤
΄Ασκηση 10 Αν n άνθρωποι είναι παρώντες σε ένα δωµάτιο, ποια η πιθανότητα δύο
από αυτούς να µην έχουν γενέθλια την ίδια µέρα ; Πόσο µεγάλο πρέπει να είναι το
n έτσι ώστε η πιθανότητα αυτή να είναι µικρότερη του 1

2
;

Λύση: Καθώς κάθε άτοµο µπορεί να έχει γενέθλια οποιαδήποτε από τις 365
µέρες, υπάρχει ένα σύνολο από (365)n πιθανά αποτελέσµατα. (Αγνοούµε την
πιθανότητα κάποιος να έχει γεννηθεί στις 29 Φεβρουαρίου.) Υποθέτοντας πως
κάθε ένα από τα αποτελέσµατα είναι ισοπίθανο να πραγµατοποιηθεί, ϐλέπουµε
ότι η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι (365)(364)(363) . . . (365− n + 1)/(365)n. Είναι
πέρα από κάθε προσδοκία το γεγονός ότι για n ≥ 23, αυτή η πιθανότητα είναι
µικρότερη από 1

2
. Αυτό σηµαίνει πως αν υπάρχουν 23 ή περισσότερα άτοµα σε

έναν χώρο, η πιθανότητα τουλάχιστον δύο από αυτούς να έχουν γενέθλια την ίδια
µέρα υπερβαίνει το 1

2
. ¤
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΄Ασκηση 11 Ανακατεύουµε µία τράπουλα από 52 χαρτιά. Ανοίγουµε τις κάρτες
µία µία µέχρι την εµφάνιση του πρώτου άσσου. Είναι πιθανότερο, η επόµενη κάρτα
που ϑα τραβήξουµε να είναι άσος µπαστούνι ή δύο κούπα ;

Λύση: Για να καθορίσουµε την πιθανότητα, η κάρτα που ϑα τραβήξουµε έπειτα
από τον πρώτο άσσο να είναι ο άσσος µπαστούνι, πρέπει πρώτα να υπολογίσου-
µε πόσες από τις (52)! πιθανές διατάξεις των καρτών έχουν τον άσσο µπαστούνι,
αµέσως µετά τον πρώτο άσσο. Αρχικά πρέπει να παρατηρήσουµε πως κάθε διά-
ταξη των 52 καρτών µπορεί να προκύψει από µία διάταξη των 51 καρτών που δεν
περιέχουν τον άσσο µπαστούνι, ϐάζοντας έπειτα το χαρτί που λείπει σε αυτήν την
διάταξη. Επίσης, για κάθε µία από τις (51)! διατάξεις των υπόλοιπων καρτών,
υπάρχει µόνο µία ϑέση όπου µπορεί να τοποθετηθεί ο άσσος µπαστούνι έτσι ώστε
να ακολουθεί ακριβώς µετά από τον πρώτο άσσο. Για παράδειγµα, αν η διάταξη
των 51 καρτών είναι

4♣, 6♥, J♠, 5♠, A♣, 7♦, . . . , K♥,

τότε η µόνη δυνατή ϑέση που µπορεί να µπει ο άσσος µπαστούνι στην παραπάνω
διάταξη έτσι ώστε να ακολουθεί τον πρώτο άσσο είναι

4♣, 6♥, J♠, 5♠, A♣, A♠, 7♦, . . . , K♥.

΄Ετσι παρατηρούµε πως υπάρχουν (51)! διατάξεις µε τον άσσο κούπα να ακολουθεί
τον πρώτο άσσο, γι’αυτό

P{ο άσσος µπαστούνι να ακολουθεί του πρώτου άσσου} =
(51)!

(52)!
=

1

52
.

Χρησιµοποιώντας ακριβώς το ίδιο επιχείρηµα, ϑα έχουµε την πιθανότητα του δύο
κούπα (ή οποιασδήποτε άλλης συγκεκριµένης κάρτας) να ακολουθεί τον πρώτο
άσσο της τράπουλας να είναι επίσης 1

52
. Ισοδύναµα, καθένα από τα 52 χαρτιά της

τράπουλας είναι ισοπίθανο να είναι αυτό που ακολουθεί του πρώτου άσσου. ¤

΄Ασκηση 12 Μία ποδοσφαιρική οµάδα αποτελείται από 20 αµυντικούς και 20 ε-
πιθετικούς παίκτες (µαζί µε τους αναπληρωµατικούς). Οι παίκτες ϑα χωριστούν σε
οµάδες των δύο ατόµων. Αν η οµαδοποίηση γίνει στην τύχη, ποια η πιθανότητα να
µην υπάρχουν Ϲευγάρια που αποτελούνται από έναν επιθετικό και έναν αµυντικό ;
Ποια η πιθανότητα να υπάρχουν 2i Ϲεύγη επιθετικού-αµυντικού, µε i = 1, 2, . . . , 10;

Λύση: Υπάρχουν (
40

2, 2, . . . , 2

)
=

(40)!

(2!)20

τρόποι να χωρίσουµε τους 40 παίκτες σε 20 διατεταγµένα Ϲεύγη των δύο. [∆ηλα-
δή, υπάρχουν (40)!/220 τρόποι να χωρίσουµε τους παίκτες σε ένα πρώτο, δεύτε-
ϱο, τρίτο Ϲεύγος, κ.ο.κ.] ΄Ετσι υπάρχουν (40)!/220(20)! τρόποι για να χωρίσουµε
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τους παίκτες σε (µη διατεταγµένες) οµάδες των δύο ατόµων. Επίσης, καθώς δεν
ϑα µπορούν να υπάρξουν Ϲεύγη αµυντικού-επιθετικού στην περίπτωση που οι
επιθετικοί (καθώς και οι αµυντικοί) ϕτιάξουν µεταξύ τους Ϲεύγη, έπεται ότι ϑα
υπάρχουν [(20)!/210(10)!]2 από Ϲεύγη παικτών που αγωνίζονται στην ίδια ϑέση.
΄Ετσι η πιθανότητα να µην υπάρχουν Ϲεύγη επιθετικών-αµυντικών παικτών, αν
την ονοµάσουµε P0, ϑα δίνεται από

P0 =

(
(20)!

210(10)!

)2

(40)!

220(20)!

=
[(20)!]3

[(10)!]2(40)!
.

Για να καθορίσουµε την P2i, την πιθανότητα να υπάρχουν 2i Ϲεύγη από αµυντικούσ-

επιθετικούς παίκτες, παρατηρούµε πρώτα ότι υπάρχουν
(

20
2i

)2

τρόποι να επιλέ-

ξουµε 2i αµυντικούς παίκτες και 2i επιθετικούς παίκτες που ϑα απαρτίζουν τα
Ϲεύγη µας. Αυτοί οι 4i παίκτες µπορούν τότε να µας δώσουν (2i)! δυνατά δια-
ϕορετικά Ϲεύγη επιθετικών-αµυντικών. (Αυτό γίνεται γιατί ο πρώτος επιθετικός
µπορεί να ϕτιάξει ένα Ϲεύγος µε οποιονδήποτε από τους 2i αµυντικούς, ο δεύτε-
ϱος επιθετικός µπορεί να Ϲευγαρώσει µε καθέναν από τους 2i−1 εναποµείναντες,
κ.ο.κ.) Καθώς οι εναποµείναντες 20 − 2i επιθετικοί (και αµυντικοί) πρέπει να
οµαδοποιηθούν µεταξύ τους, συνεπάγεται ότι υπάρχουν

(
20
2i

)2

(2i)!

[
(20− 2i)!

210−i(10− i)!

]2

οµαδοποιήσεις που οδηγούν σε 2i Ϲεύγη αµυντικών-επιθετικών. Γι’αυτό

P2i =

(
20
2i

)2

(2i)!

[
(20− 2i)!

210−i(10− i)!

]2

(40)!

220(20)!

i = 0, 1, . . . , 10.

Οι P2i, i = 0, 1, . . . , 10, µπορούν τώρα να υπολογιστούν ή να προσεγγιστούν χρη-
σιµοποιώντας ένα αποτέλεσµα του Stirling που δείχνει ότι το n! µπορεί να προ-
σεγγιστεί από το nn+1/2e−n

√
2π. Για παράδειγµα παίρνουµε ότι

P0 ≈ 1.3403× 10−6

P10 ≈ 0.345861
P20 ≈ 7.6068× 10−6

¤

΄Ασκηση 13 ΄Ενα σύνολο από 36 µέλη µίας λέσχης παίζουν τένις, 28 παίζουν
σκάκι και 18 µπιλιάρδο. Επίσης 22 από τα µέλη παίζουν τένις και σκάκι, 12
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παίζουν τένις και µπιλιάρδο, 9 παίζουν σκάκι και µπιλιάρδο και 4 ασχολούνται
και µε τα τρία. Πόσα µέλη αυτής της λέσχης έχουν τουλάχιστον ένα από αυτά τα
ενδιαφέροντα ;

Λύση: ΄Εστω N να συµβολίζει τον αριθµό των µελών της λέσχης. Επιλέγουµε
τυχαία ένα από τα µέλη και ορίζουµε µία πιθανότητα. Αν για κάθε υποσύνολο
από C µέλη της λέσχης, συµβολίσουµε µε P (C) την πιθανότητα ότι το µέλος που
έχουµε επιλέξει περιέχεται στο C τότε

P (C) =
αριθµό µελών στο C

N
.

Τώρα, αν T συµβολίζει το σύνολο µελών που παίζουν τένις, Σ το σύνολο των µελών
που ασχολούνται µε το σκάκι και M το σύνολο αυτών που παίζουν µπιλιάρδο,
έχουµε από την Πρόταση 4.4 ότι

P (T ∪ S ∪M)

= P (T ) + P (Σ) + P (M)− P (T ∩ Σ)− P (T ∩M)− P (Σ ∩M) + P (T ∩ Σ ∩M)

=
36 + 28 + 18− 22− 12− 9 + 4

N

=
43

N

.

΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι 43 µέλη έχουν τουλάχιστον ένα από τα παραπάνω ενδια-
ϕέροντα. ¤

Το επόµενο παράδειγµα αυτής της ενότητας όχι µόνο καταφέρνει να δώσει
απάντηση σε ένα εντυπωσιακό πρόβληµα, αλλά είναι επίσης και ϑεωρητικού εν-
διαφέροντος.

΄Ασκηση 14 (Το πρόβληµα της αντιστοίχησης) ΄Εστω πως καθένας από τους N άν-
τρες µιας παρέας πετάει το καπέλο του στο κέντρο ενός δωµατίου. Τα καπέλα πρώτα
µπερδεύονται και έπειτα σε κάθε άντρα δίνεται και από ένα. Ποια η πιθανότητα

(α) να µην πάρει κανένας το καπέλο του,

(ϐ) ακριβώς σε k από αυτούς να δοθεί το καπέλο που τους ανήκει ;

Λύση: (α) Πρώτα υπολογίζουµε την συµπληρωµατική πιθανότητα, τουλάχιστον
ένας από τους άντρες, να του δοθεί το καπέλο του. Ας συµβολίσουµε µε Ei, i =
1, 2, . . . , N το ενδεχόµενο ο i-οστός άντρας να του δοθεί το καπέλο που του ανήκει.

Από την Πρόταση 4.4 ϑα έχουµε ότι P

(
N⋃

i=1

Ei

)
, η πιθανότητα τουλάχιστον ένας
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από τους άντρες να του δοθεί το καπέλο του, ϑα δίνεται από

P

(
N⋃

i=1

Ei

)
=

N∑
i=1

P (Ei)−
∑
i1<i2

P (Ei1 ∩ Ei2) + · · ·

+ (−1)n+1
∑

i1<i2···<in

P (∩n
j=1Eij)

+ · · ·+ (−1)N+1P (∩N
j=1Ej)

Αν σκεφτούµε το αποτέλεσµα αυτού του πειράµατος σαν ένα διάνυσµα από N
αριθµούς, όπου το i−οστό στοιχείο είναι ο αριθµός του καπέλου που δόθηκε
στον i−οστό άνθρωπο, τότε υπάρχουν N ! δυνατά αποτελέσµατα. [Το αποτέλεσµα
(1, 2, 3, . . . , N) σηµαίνει για παράδειγµα ότι σε κάθε άντρα δίνεται το καπέλο του.]
Επίσης, Ei1 ∩ Ei2 ∩ · · · ∩ Ein, το ενδεχόµενο ότι σε κάθε έναν από τους n άντρες
i1, i2, . . . , in να δοθεί το καπέλο που του ανήκει, µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε
(N − n)(N − n − 1) · · · 3 · 2 · 1 = (N − n)! δυνατούς τρόπους· ενώ, για τους
υπόλοιπους N − n άντρες, στον πρώτο µπορεί να δοθεί καθένα από τα N − n
καπέλα, στον δεύτερο καθένα από τα N −n−1 καπέλα, κ.ο.κ. Παρατηρώντας ότι
καθένα από τα N ! δυνατά αποτελέσµατα είναι ισοπίθανο να πραγµατοποιηθεί,
ϐλέπουµε ότι

P (Ei1 ∩ Ei2 ∩ · · · ∩ Ein) =
(N − n)!

N !

Επίσης, καθώς υπάρχουν
(

N
n

)
όροι στο

∑
i1<i2···<in

P (Ei1 ∩Ei2 ∩ · · · ∩Ein), παρα-

τηρούµε ότι ∑
i1<i2···<in

P (∩n
j=1Eij) =

N !(N − n)!

(N − n)!n!N !
=

1

n!

και γι’αυτό

P

(
N⋃

i=1

Ei

)
= 1− 1

2!
+

1

3!
− · · ·+ (−1)N+1 1

N !

΄Ετσι η πιθανότητα να µην δοθεί σε κανέναν το καπέλο του, είναι

1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)N

N !

το οποίο, για µεγάλα N είναι περίπου ίσο µε e−1 ≈ 0.36788.
(ϐ) Για να πάρουµε την πιθανότητα που σε ακριβώς k από τους N άντρες

δίνεται το καπέλο που τους ανήκει, πρώτα συγκεντρώνουµε την προσοχή µας σε
ένα συγκεκριµένο σύνολο από k άντρες. Οι διαφορετικοί τρόποι µε τους οποίους
µπορούν να µοιραστούν σε αυτούς τους k άντρες τα καπέλα τους ισούται µε τους
διαφορετικούς τρόπους που µπορούν να µοιραστούν τα καπέλα που ανήκουν
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στους υπόλοιπους N − k άντρες, έτσι ώστε κανένας να µην λάβει το δικό του
καπέλο. Αλλά καθώς

1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)N−k

(N − k)!
,

είναι η πιθανότητα που σε κανέναν από τους N − k άντρες να µην του δοθεί το
καπέλο που του ανήκει, έπεται λοιπόν πως οι διαφορετικοί τρόποι µε τους οποίους
µπορεί να δοθεί το καπέλο που του ανήκει, στο σύνολο αυτό των k αντρών είναι

(N − k)!

[
1− 1 +

1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)N−k

(N − k)!

]
.

΄Ετσι, καθώς υπάρχουν
(

N
k

)
δυνατοί τρόποι να δοθούν τα καπέλα σε ένα σύνολο

από k άντρες, έπεται ότι υπάρχουν
(

N
k

)
(N − k)!

[
1− 1 +

1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)N−k

(N − k)!

]

τρόποι µε τους οποίους σε καθέναν από τους k άντρες ϑα δοθεί το καπέλο του.
Γι’αυτό τον λόγο, η επιθυµητή πιθανότητα ϑα είναι

(
N
k

)
(N − k)!

[
1− 1 +

1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)N−k

(N − k)!

]

N !

=

1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)N−k

(N − k)!

k!
,

που για µεγάλα N είναι περίπου e−1/k!. Οι τιµές e−1/k!, k = 0, 1, . . ., έχουν
κάποια ϑεωρητική σηµασία καθώς αντιπροσωπεύουν τις τιµές που συσχετίζονται
µε την κατανοµή Poisson. ¤
΄Ασκηση 15 Αν 10 παντρεµένα Ϲευγάρια κάθονται στην τύχη σε ένα κυκλικό τρα-
πέζι, υπολογίστε την πιθανότητα καµία σύζυγος να µην κάθεται δίπλα στον άντρα
της.

Λύση: Αν συµβολίσουµε µε Ei, i = 1, 2, . . . , 10 το ενδεχόµενο το i-οστό Ϲεύ-
γος να κάθεται σε διπλανή ϑέση, έπεται ότι η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι 1 −
P

(
10⋃
i=1

Ei

)
. Από το Θεώρηµα Εγκλεισµού-Αποκλεισµού ϑα έχουµε

P

(
10⋃
1

Ei

)
=

10∑
1

P (Ei)− · · ·+ (−1)n+1
∑

i1<i2<···<in

P (
n⋂

j=1

Eij)

+ · · · − P (
10⋂
i=1

Ei).
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Για να υπολογίσουµε τις P (
⋂n

j=1 Eij), πρέπει πρώτα να παρατηρήσουµε ότι
υπάρχουν 19! τρόποι να καθήσουν 20 άνθρωποι γύρω από ένα τραπέζι (γιατί ;).
Οι διαφορετικοί τρόποι που ένα συγκεκριµένο σύνολο από n άντρες µπορεί να
καθίσει δίπλα στις συζύγους του, µπορούν πολύ εύκολα να προκύψουν αν ανα-
λογιστούµε το κάθε ένα από τα n Ϲεύγη σαν µία οντότητα. Αν το κάνουµε, τότε ϑα
πρέπει να υπολογίσουµε τους τρόπους που 20−n οντότητες µπορούν να καθίσουν
γύρω από ένα κυκλικό τραπέζι και υπάρχουν (20− n− 1)! τέτοιοι τρόποι. Τέλος
καθώς το κάθε ένα από τα n παντρεµένα Ϲεύγη µπορεί να καθίσει µαζί µε δυο
διαφορετικούς τρόπους, έπεται ότι ϑα υπάρχουν 2n(20 − n − 1)! τρόποι µε τους
οποίους κάθε ένας άντρας από το συγκεκριµένο σύνολο των n αντρών, µπορεί να
καθίσει µαζί µε την γυναίκα του. Γι’αυτό,

P (Ei1 ∩ Ei2 ∩ · · · ∩ Ein) =
2n(19− n)!

(19)!
.

΄Ετσι, από την Πρόταση 4.4, παίρνουµε ότι η πιθανότητα τουλάχιστον ένα από τα
παντρεµένα Ϲεύγη να καθίσει µαζί ισούται µε
(

10
1

)
21 (18)!

(19)!
−

(
10
2

)
22 (17)!

(19)!
+

(
10
3

)
23 (16)!

(19)!
− · · · −

(
10
10

)
210 9!

(19)!
≈ 0.6605

και η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι περίπου ίση µε 0.3395. ¤

2 Ασκήσεις για Εξάσκηση

1. ΄Ενα κουτί περιέχει 3 ϐόλους, 1 κόκκινο, 1 πράσινο και 1 µπλε. Ας υπο-
ϑέσουµε ένα πείραµα που αποτελείται από την αφαίρεση ενός ϐόλου από
το κουτί, µετά την επανατοποθέτηση του και έπειτα την επιλογή ενός δεύ-
τερου ϐόλου από το κουτί. Περιγράψτε τον δειγµατοχώρο. Επαναλάβετε το
πείραµα όταν ο δεύτερος ϐόλος αφαιρείται χωρίς την επανατοποθέτηση του
πρώτου.

2. ΄Ενα Ϲάρι ϱίχνεται επανειληµµένα µέχρι να εµφανιστεί ένα 6. Τότε το πεί-
ϱαµα σταµατάει. Ποιος είναι ο δειγµατοχώρος αυτού του πειράµατος ; Αν
En συµβολίζει το ενδεχόµενο ότι χρειάζονται n ϱίψεις για να τερµατιστεί το
πείραµα, ποια στοιχεία του δειγµατοχώρου περιέχονται στο En; Ποιο είναι

το
(∞⋃

1

En

)c

;

3. Ρίχνονται δύο Ϲάρια. ΄Εστω E είναι το ενδεχόµενο το άθροισµα των Ϲαριών
να είναι ένας περιττός αριθµός· έστω F να συµβολίζει το ενδεχόµενο του-
λάχιστον ένα από τα Ϲάρια να ϕέρει 1 και τέλος G είναι το ενδεχόµενο το
άθροισµα να είναι 5. Περιγράψτε τα ενδεχόµενα E∩F, E∪F, F ∩G,E∩Gc

και E ∩ F ∩G.
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4. Οι A, B, και C στρίβουν ένα νόµισµα. Ο πρώτος που ϑα ϕέρει κορώνα
κερδίζει. Να ορίσετε ένα δειγµατοχώρο Ω για το πείραµα.

(αʹ) Ορίστε τα ακόλουθα ενδεχόµενα, µε όρους του Ω:
i. κερδίζει ο A = A.
ii. κερδίζει ο B = B.
iii. (A ∪B)c.
Υποθέστε ότι ο A στρίβει πρώτος το νόµισµα, έπειτα ο B, µετά ο C και
η διαδικασία επαναλάµβανεται.

5. ΄Ενα σύστηµα αποτελείται από 5 εξαρτήµατα, κάθε ένα από τα οποία είτε
δουλεύει είτε είναι χαλασµένο. Θεωρείστε το πείραµα που αποτελείται α-
πό την παρατήρηση της κατάστασης των εξαρτηµάτων και υποθέστε ότι το
ενδεχόµενο που δίνεται από το διάνυσµα (x1, x2, x3, x4, x5), όπου τα xi ι-
σούνται µε 1 αν το i εξάρτηµα δουλεύει καλά και µε 0 αν το i εξάρτηµα
είναι χαλασµένο. σψστεµ

(αʹ) Από πόσα αποτελέσµατα αποτελείται ο δειγµατοχώρος αυτού του πει-
ϱάµατος ;

(ϐʹ) Υποθέστε ότι το σύστηµα ϑα δουλέψει αν τα εξαρτήµατα 1 και 2 δου-
λεύουν, ή αν τα εξαρτήµατα 3 και 4 δουλεύουν, ή αν τα εξαρτήµατα 1,
3 και 4 δουλεύουν. Αν W είναι το ενδεχόµενο ότι το σύστηµα ϑα δου-
λέψει, καθορίστε όλα τα αποτελέσµατα που ανήκουν στο ενδεχόµενο
W .

(γʹ) Αν A είναι το ενδεχόµενο τα εξαρτήµατα 4 και 5 να είναι χαλασµένα,
πόσα αποτελέσµατα περιέχονται στο ενδεχόµενο A;

(δʹ) Γράψτε όλα τα αποτελέσµατα που ανήκουν στο ενδεχόµενο A ∩W .

6. Υποθέστε ότι τα ενδεχόµενα A και B είναι ασυµβίβαστα κατά Ϲεύγη, για τα
οποία ισχύει P (A) = 0.3 και P (B) = 0.5. Ποια είναι η πιθανότητα

(αʹ) να πραγµατοποιηθεί το A ή το B,
(ϐʹ) να πραγµατοποιηθεί το A και να µην πραγµατοποιηθεί το B,
(γʹ) να πραγµατοποιηθούν το A και το B;

7. Το 28% των κατοίκων µιας πόλης καπνίζει τσιγάρα, 7% καπνίζουν πούρα
και ένα 5% καπνίζει τσιγάρα και πούρα.

(αʹ) Τι ποσοστό δεν καπνίζει ;
(ϐʹ) Τι ποσοστό καπνίζει πούρα αλλά όχι τσιγάρα ;
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8. ΄Ενα δηµοτικό προσφέρει 3 διαφορετικά µαθήµατα στις ξένες γλώσσεσ: ένα
στα Αγγλικά, ένα στα Γαλλικά και ένα στα Γερµανικά. Αυτά τα µαθήµατα
είναι ελεύθερα για το καθένα από τα 100 παιδιά που είναι µαθητές του
σχολείου. Υπάρχουν 28 µαθητές για το µάθηµα των Αγγλικών, 26 για το
µάθηµα των Γαλλικών και 16 για τα Γερµανικά. Υπάρχουν 12 µαθητές
που παρακολουθούν Αγγλικά και Γαλλικά, 4 που παρακολουθούν Αγγλικά
και Γερµανικά και 6 που παρακολουθούν Γαλλικά και Γερµανικά. Επίσης
υπάρχουν και 2 µαθητές που παρακολουθούν και τα 3 µαθήµατα.

(αʹ) Αν επιλεχθεί ένας µαθητής τυχαία, ποια η πιθανότητα ότι αυτός ή αυτή
να µην παρακολουθεί κάποιο µάθηµα ξένων γλωσσών ;

(ϐʹ) Αν επιλεχθεί ένας µαθητής τυχαία, ποια η πιθανότητα ότι αυτός ή αυτή
να παρακολουθεί ακριβώς ένα από τα παραπάνω µαθήµατα ;

(γʹ) Αν δύο µαθητές επιλεχθούν τυχαία, ποια η πιθανότητα τουλάχιστον
ένας από αυτούς να παρακολουθεί ένα µάθηµα ξένης γλώσσας ;

9. Μία πόλη µε πληθυσµό 100.000 κατοίκων έχει 3 εφηµερίδεσ: Ι, ΙΙ και ΙΙΙ.
Οι αναλογίες των κατοίκων που διαβάζουν αυτές τις εφηµερίδες έχουν ως
εξήσ:

Ι : 10% Ι και ΙΙ : 8% Ι και ΙΙ και ΙΙΙ : 1%
ΙΙ : 30% Ι και ΙΙΙ : 2%
ΙΙΙ : 5% ΙΙ και ΙΙΙ : 4%

(αʹ) Βρείτε τον αριθµό των ατόµων που διαβάζουν µόνο µία εφηµερίδα.
(ϐʹ) Πόσοι άνθρωποι διαβάζουν τουλάχιστον δύο εφηµερίδες ;
(γʹ) Αν Ι και ΙΙΙ είναι πρωινές εφηµερίδες και η ΙΙ είναι απογευµατινή, πόσοι

άνθρωποι διαβάζουν τουλάχιστον µία πρωινή και µία απογευµατινή ;
(δʹ) Πόσα άτοµα δεν διαβάζουν καµία εφηµερίδες ;
(εʹ) Πόσα άτοµα διαβάζουν ακριβώς µία πρωινή και µία απογευµατινή ε-

ϕηµερίδα ;

10. Τα ακόλουθα δεδοµένα αφορούν την µελέτη 1000 συνδροµητών ενός συγ-
κεκριµένου περιοδικού: Σχετικά µε την δουλεία τους, την οικογενειακή
κατάσταση και την εκπαίδευση τους υπήρχαν: 312 εργαζόµενοι, 470 παν-
τρεµένα άτοµα, 520 απόφοιτοι πανεπιστηµίου, 42 εργαζόµενοι απόφοιτοι
πανεπιστηµίου, 147 παντρεµένοι απόφοιτοι πανεπιστηµίου, 86 παντρεµέ-
νοι εργαζόµενοι και 25 παντρεµένοι εργαζόµενοι απόφοιτοι πανεπιστηµίου.
∆είξτε ότι οι παραπάνω αριθµοί που αναφέρθηκαν στην µελέτη πρέπει να
είναι λανθασµένοι.
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11. Αν υποθέσουµε ότι όλες οι
(

52
5

)
µοιρασιές σε ένα παιχνίδι πόκερ είναι

ισοπίθανες, ποια η πιθανότητα έχουν µοιραστεί :

(αʹ) ένα «ϕλος»; (Αυτό συµβαίνει όταν και οι 5 κάρτες έχουν το ίδιο χρώµα.)
(ϐʹ) ένα Ϲεύγος ; (Αυτό συµβαίνει όταν οι κάρτες έχουν τιµές a, a, b, c,

d,όπου a, b, c και d είναι όλα διαφορετικά µεταξύ τους.)
(γʹ) δύο Ϲεύγη ; (Αυτό συµβαίνει όταν οι κάρτες έχουν τιµές a, a, b, b, c,

όπου a, b και c είναι όλα διαφορετικά.)
(δʹ) µία τριάδα ; (Αυτό συµβαίνει όταν οι κάρτες έχουν τιµές a, a, a, b, c,

όπου a, b και c είναι όλα διαφορετικά.)
(εʹ) ένα «καρέ»; (Αυτό συµβαίνει όταν οι κάρτες έχουν τιµές a, a, a, a, b.)

12. Τα Ϲάρια-πόκερ παίζονται ϱίχνοντας ταυτόχρονα 5 Ϲάρια. Χρησιµοποιώντας
ορολογία από το πόκερ, δείξτε ότι

(αʹ) P{όλα τα Ϲάρια διαφορετικά} = 0.0926,
(ϐʹ) P{ένα Ϲεύγος} = 0.4630,
(γʹ) P{δύο Ϲεύγη} = 0.2315,
(δʹ) P{µια τριάδα} = 0.1543,
(εʹ) P{«ϕουλ», δηλαδή ένα Ϲεύγος και µία τριάδα} = 0.0386,
(ϛʹ) P{«καρέ», δηλαδή τέσσερα ίδια Ϲάρια} = 0.0193,
(Ϲʹ) P{πέντε ίδια Ϲάρια} = 0.0008.

13. Σε µία σκακιέρα τοποθετούµε τυχαία 8 πύργους. Υπολογίστε την πιθανό-
τητα κανένας από τους πύργους να µπορεί να απειλήσει κάποιον από τους
υπόλοιπους. Αυτό σηµαίνει, υπολογίστε την πιθανότητα καµία στήλη ή
γραµµή να περιέχει πάνω από έναν πύργο.

14. ΄Εχουµε δύο όµοια Ϲάρια, που το κάθε ένα έχει : δύο από τις πλευρές του
ϐαµµένες κόκκινες, δύο ϐαµµένες µαύρες, δύο κίτρινες και δύο λευκές.
΄Οταν ϱίξουµε και τα δύο Ϲάρια ποια η πιθανότητα να ϕέρουν το ίδιο χρώµα ;

15. Το µπαρµπούτι παίζεται ως εξήσ: ένας παίκτης ϱίχνει δύο Ϲάρια. Αν το
άθροισµα των Ϲαριών είναι 2 ή 3 ή 12, ο παίκτης χάνει· αν το άθροισµα
είναι 7 ή 11 κερδίζει. Αν το άθροισµα είναι οτιδήποτε άλλο ο παίκτης
συνεχίζει να ϱίχνει τα Ϲάρια µέχρι να ϕέρει ξανά το αποτέλεσµα της πρώτης
ϱίψης ή 7. Αν ϕέρει το 7 πρώτο, ο παίκτης χάνει, ενώ αν ϕέρει πρώτο το
αρχικό αποτέλεσµα κερδίζει. Υπολογίστε την πιθανότητα να νικήσει ένας
παίκτης στο µπαρµπούτι.
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16. ΄Ενα κουτί περιέχει 3 κόκκινες και 7 µαύρες µπάλες. Οι παίκτες A και
B τραβούν µπάλες από το κουτί διαδοχικά, µέχρι κάποιος να επιλέξει µία
κόκκινη µπάλα οπότε και το πείραµα σταµατά. Βρείτε την πιθανότητα ο
παίκτης A να επιλέξει την κόκκινη µπάλα. (ο A τραβάει πρώτος µπάλα από
το κουτί, έπειτα ο B, κ.ο.κ. ∆εν υπάρχει επανατοποθέτηση των µπαλών που
αφαιρέθηκαν.)

17. ΄Ενα κουτί περιέχει 5 κόκκινες, 6 µπλε και 8 πράσινες µπάλες. Αν επιλέ-
ξουµε τυχαία ένα σύνολο από 3 µπάλες, ποια η πιθανότητα κάθε µια από τις
µπάλες να είναι (α) του ίδιου χρώµατος· (ϐ) διαφορετικού χρώµατος ; Επα-
ναλάβατε, µε την προϋπόθεση ότι όποτε µία µπάλα επιλέγεται, σηµειώνεται
το χρώµα της και έπειτα επανατοποθετείται µέσα στο κουτί πριν την επόµενη
επιλογή. Αυτό είναι γνωστό σαν δειγµατοχώρος µε επανατοποθέτηση.

18. ΄Ενα κουτί περιέχει n λευκές και m µαύρες µπάλες, όπου n και m είναι
ϑετικοί αριθµοί.

(αʹ) Αν δύο µπάλες επιλεχθούν τυχαία, ποια η πιθανότητα να είναι του
ίδιου χρώµατος ;

(ϐʹ) Αν µια µπάλα επιλεχθεί τυχαία και µετά επανατοποθετηθεί στο κουτί
πριν την επιλογή της δεύτερης, ποια η πιθανότητα ότι οι δύο µπάλες
που επιλέχτηκαν να είναι του ίδιου χρώµατος ;

(γʹ) ∆είξτε ότι η πιθανότητα του υποερωτήµατος (ϐ΄) είναι πάντα µεγαλύτερη
από αυτήν του υποερωτήµατος (α΄).

19. ΄Ενα δάσος περιέχει 20 ελάφια, από τα οποία 5 αιχµαλωτίσθηκαν, εµβο-
λιάστηκαν και αφού τους έβαλαν κάποια αναγνωριστική ετικέτα, αφέθηκαν
ελεύθερα. Μετά από κάποιο χρονικό διάστηµα 4 από τα 20 ελάφια αιχµα-
λωτίσθηκαν Ποια η πιθανότητα 2 από αυτά τα 4, να είχαν πάνω ετικέτα ;

20. Μια δασκάλα δίνει στην τάξη της ένα σύνολο 10 προβληµάτων και πληρο-
ϕορεί τους µαθητές της ότι η τελική εξέταση ϑα είναι µια τυχαία επιλογή
5 από αυτών. ΄Ενας µαθητής γνωρίζει την λύση 7 προβληµάτων. Ποια η
πιθανότητα να γράψει σωστά στις εξετάσεισ:

(αʹ) και τα πέντε προβλήµατα, δηλαδή άριστα,
(ϐʹ) τουλάχιστον σε 4 από τα προβλήµατα ;

21. Υπάρχουν 5 ξενοδοχεία σε µια πόλη. Αν 3 άτοµα κλείσουν δωµάτιο σε
ένα ξενοδοχείο της πόλης την ίδια µέρα, ποια η πιθανότητα να έχουν κάνει
κρατήσεις σε διαφορετικά ξενοδοχεία ; Τι παρατηρείτε ;
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22. Σε µια πόλη εργάζονται 4 άτοµα που επιδιορθώνουν τηλεοράσεις. Αν χα-
λάσουν 4 τηλεοράσεις, ποια η πιθανότητα ακριβώς i από τους παραπάνω
µάστορες να κλιθούν για να τις επισκευάσουν ; Λύστε το πρόβληµα, για
i = 1, 2, 3, 4. Τι παρατηρείτε ;

23. Αν ένα ϱίξουµε ένα Ϲάρι 4 ϕορές, ποια η πιθανότητα να ϕέρουµε 6 τουλάχι-
στον µία ϕορά ;

24. Ρίχνουµε δύο Ϲάρια n ϕορές διαδοχικά. Υπολογίστε την πιθανότητα να
εµφανιστεί ένα έξι τουλάχιστον δύο ϕορές. Πόσο µεγάλο πρέπει να είναι το
n έτσι ώστε αυτή η πιθανότητα να είναι τουλάχιστον 1

2
;

25. Μια γυναίκα κρατάει n κλειδιά, αλλά µόνο ένα ανοίγει την πόρτα της.

(αʹ) Αν δοκιµάζει τα κλειδιά στην τύχη µέχρι να ανοίξει την πόρτα της,
απορρίπτοντας εκείνα που δεν ταιριάζουν την κάθε ϕορά, ποια η πι-
ϑανότητα να τα καταφέρει στην κ της προσπάθεια ;

(ϐʹ) Τι γίνεται αν δεν απορρίπτει τα κλειδιά που δεν ταιριάζουν ;

26. Πόσοι άνθρωποι πρέπει να ϐρίσκονται σε ένα δωµάτιο έτσι ώστε η πιθανό-
τητα τουλάχιστον δύο από αυτούς να έχουν γενέθλια τον ίδιο µήνα να είναι
τουλάχιστον 1

2
; Υποθέστε ότι όλοι οι δυνατοί µήνεσ-αποτελέσµατα είναι ισο-

πίθανοι.

27. Αν υπάρχουν 12 ξένοι σε ένα δωµάτιο, ποια η πιθανότητα κανένας από
αυτούς να έχει γενέθλια τον ίδιο µήνα ;

28. Μια οµάδα από 6 γυναίκες και 6 άντρες χωρίζεται µε τυχαίο τρόπο σε 2
οµάδες των 6 ατόµων. Ποια η πιθανότητα και οι δύο οµάδες να έχουν τον
ίδιο αριθµό αντρών ;

29. Σε µία µοιρασιά στο µπριτζ, ϐρείτε την πιθανότητα να έχετε 5 σπαθιά και ο
συµπαίκτης σας να έχει τα υπόλοιπα 8.

30. ΄Εστω ότι n µπάλες ταξινοµούνται µε τυχαίο τρόπο σε N κουτιά. Βρείτε την
πιθανότητα m µπάλες να πέσουν στο πρώτο κουτί. Θεωρείστε ότι όλες οι Nn

διατάξεις είναι ισοπίθανες.

31. Μια ντουλάπα περιέχει 10 Ϲεύγη παπουτσιών. Αν επιλέξουµε τυχαία 8
παπούτσια, ποια είναι η πιθανότητα:

(αʹ) να µη σχηµατίζουν ένα πλήρες Ϲεύγος,
(ϐʹ) να σχηµατίζουν ακριβώς ένα πλήρες Ϲεύγος ;

32. Αν 6 παντρεµένα Ϲευγάρια καθήσουν σε ένα τραπέζι µακρόστενο από τη µια
πλευρά, ϐρείτε την πιθανότητα κανένας άντρας να µην κάθεταιδίπλα στην
γυναίκα του.

16


